Polinomios.
Sucesiones numeéricas
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Las grandes superficies se caracterizan por la variedad de productos que presentan By

a sus clientes: articulos de menaje, de perfumeria y limpieza, alimentacion. etcétera. fa i
T

Las naves de estos grandes comercios en las que se exponen los producios suelen «oni N

forma reclangular. La relacion entre el largo v el ancho de estas naves 2s muo
pero siempre intentan que el largo se acerque lo maximo posible al tripic dct ard

Sila nave de una gran superficie tiene 40 m de ancho, jcudl seria la lengiiv
de su largo? ;Y si el ancho fuese x metros?
e— o | 7 AR
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Lenguaje algebraico
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El lenguaje algebraico expresa la informacién por medig
de ndmeros y letras. Con €l representamos los valores que ng
conocemos con letras que llamamos incognitas.

EJEMPLOS ﬁ

1. Un grupo de cinco amigos ha ido a jugar a los bolos. La primera que
ha lanzado ha sido Berta, y esta es la cantidad de bolos que han tirado
en sus lanzamientos los demas.

1.2 Abel ha tirado 3 bolos mas que Berta.

2.9 Ignacio ha tirado el doble de bolos que Berta.

3.0 Silvia tira la mitad de bolos que Berta.

4° David tira el doble de bolos que Berta menos dos.

Expresa con lenguaje algebraico el nimero de bolos que ha tirado
cada uno.

Puesto que no conocemos el numero de bolos que ha tirado Berta, a esta
cantidad la llamaremos X y Sera nuestra incognita.

Abel - x +3  Ignacio —» 2x  Silvia = % David —» 2x — 2

Este tipo de expresiones se denominan expresiones algebraicas.

2. Si sabemos que Berta tir6 8 bolos, calcula los que tiré cada
uno de sus amigos.

Ahora si conocemos el nimero de bolos que ha tirado Berta.

Si sustituimos la incognita por ese valor en las expresiones algebraicas
anteriores, obtendremos el nimero de bolos que ha tirado cada amigo.

A esto se le llama obtener el valor numérico de una expresion algebraica.

Abel — x+3—-8+3=1
Ignacio » 2x—+2-8=16
- X 13 8
Silvig — =~ —=

2 74
David — 2x—2—-1.2.8-2=16-2=1

ACTIVIDADES

Q Expresa en lenguaje algebraico.
a) Carmen tiene 5 afios menos que Tofi.

b) En agosto hace el triple de temperatura que
en erero

0) He tardado en llegar al trabajo la cuarta parte
Cel tiempo que tardé ayer.

Ui En una carrera de coches participan el doble
Gue el ano pasado y 10 mas.
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Una igualdad algebraica esta formada por dos expresiones
algebraicas separadas por el signo =.
e Si una igualdad es cierta siempre, se llama identidad.

e Si hay algun valor para el que la igualdad no es cierta,
se llama ecuacion.

EJEMPLO

3. Indica si las siguientes igualdades algebraicas son identidades

O ecuaciones.
a) 3x + 2x = 5x

Para saber si la expresion algebraica es una identidad o una ecuacion,

vamos a sustituir la x por distintos numeros y, de esta forma, veremos
si los dos miembros son iguales:

Six 1 — 3-1+2-1

= —5.1 -=3+2=5
3x +2x = 5x —» {Six =2 —» 3-2+2-2=5-2 =+ 6+4 =10
Six=3—>3-3+2-3=5-3 >9+6=15

La igualdad se verifica para todos los valores de x, por lo tanto,
la expresion es una identidad.

Six

=1—>1+3-1=4—>1+3=
b)14+3x=4 > {Six=2—>1+4+3-2=7=4
Six=3—1+3-3=10=4

Esta igualdad no se verifica para x = 2y x = 3. Esto nos indica que
es una ecuacion.

. Six=1— 6-1=6 = 18
2 6"‘18—'{5ix=3—»6-3=18

La igualdad no es verdadera cuando x = 1, por este motivo es una
ecuacion.

d 7=5+2

Se verifica siempre, asi que es una identidad. Como no tiene incognita,
L se llama igualdad numeérica.

_/
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Los monomios son las expresiones algebraicas mas sencillag,
Estén formados por el producto de un NUMero y una o varijag

letras.
« El ndmero (incluido su signo) se llama coeficiente.

e Las letras que lo forman se denominan parte literal.

Llamamos grado de un monomio a la suma de los eXponenteg
de las letras que lo forman.

EJEMPLOS ﬁ

4. Indica cudles de estas expresiones son monomios. Halla el COEfIClente
la parte literal y el grado de dichos monomios.

a) 3x? » Monomio  Coeficiente =3  Parteliteral = x*  Gradg =
b) —5x* — Monomio Coeficiente = —5 Parte literal = x*  Grado = 4
¢) —xy — Monomio Coeficiente = —1 Parte literal = xy Grado = 2
d) 3x2 + 1 — Noesunmonomio, es la suma de un monomio y un numerg,
e) —x? + x — No es un monomio, s la suma de dos monomios.

5. Resuelve las siguientes operaciones entre monomios.

a) 7x + 4x

Para sumar o restar monomios deben tener la misma parte literal,
Si es asi, se suman o se restan |os coeficientes y se deja la misma
parte literal.

X+ 4x=(7+4x=1x
b) 7x* — 4x — No tienen la misma parte literal, no se pueden restar.
C) 7x2— 4x? = (7 = 4x* = 3x*
d) 7x2- 4x

Para multiplicar o dividir monomios se multiplican o dividen
sus coeficientes por un lado y, por otro, sus partes literales.

X2 dx =(7-8)(x* - x) = 28x** ' = 28x?

e) E =B:2(x':x) =ax* 3= 4x

Py
» P
-~ b el

fy —2:5x% = (-2-5)x* = —10x*
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Polinomios Sucesiones numericas

_n Polinomios ‘
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Un polinomio es una expresion algebraica formada por
la suma o la resta de dos 0 mds monomios.

4 Cada uno de los monomios se llama término. Si un término no
£ tiene parte literal, es decir, es un nimero, se denomina

f término independiente.

' El mayor de los grados de todos sus términos se denomina

| grado del polinomio.

N

EJEMPLOS
6. Determina los términos, el término independiente y el grado de estos
polinomios.
a) 2+ 3x3—x+7 2X5 + 3x2 — X +(7)—> Termno independiente
o e P sl il

Terminos
El término de mayor grado es 2x* — Grado del polinomio = 5

by 3 —x*+x*—2x*+5x —x
Antes de trabajar con un polinomio hay que sumar y restar los
monomios que se puedan y se deben ordenar sus términos, de mayor

a menor grado.

-—x‘ — 2x?+f5—x!—@= 4X3 — x* — 2x2 + 4x
Ve A A

Y ahora ordenamos los términos de mayor a menor grado.
—x' 4+ 4x® — 2x? + 4x —> Notene termino independiente
x_!_l | -

Terminos

El término de mayor grado es —x* — Grado del polinomio = 4

7. Halla el valor del polinomio x> — 2x* — x + 1six vale 1.
Para obtener el valor de un polinomio para un valor de x se sustituye x
por el valor y se opera. El valor resultante se llama valor numerico
del polinomio.
B=22—x+ 11— 212141 =1

En este caso, el valor numérico de x* — 2x? — x + 1parax = 1es —1.

ACTIVIDADES
Reduce los términos que puedas de los polinomios @ Halla el valor numérico de estos polinom:as nara
y, después, ordénalos de mayor a menor grado. los valores de x que se ind'can or cada caso
Halla su grado y di si tienen término independiente. 3) X — x4+ x = 30313 i
a) 22X —3x°+x+3+2¢—x+ 4x b) 4x* —2x+ 7parax = —2
b) = —x+2x+ 22— — 14 0) —x*+ 2% —x -9 para;
¢ O X—6+4x°+2 d) —5x% + x3 4 5x% 411[ara x
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e Para sumar polinomios se suman los monomios que tienen
el mismo grado y se deja indicada la suma de los monomios

que no lo tienen.
Para restar polinomios se suma al primer polinomio
el segundo con sus coeficientes cambiados de signo.

Para multiplicar un monomio por un polinomio
se multiplica el monomio por cada uno de los términos

del polinomio.

EJEMPLO
8. Resuelve estas operaciones entre polinomios.

a Bx*'—2xX3—x+3N+X—x2+6x— 1)
Para sumar polinomios colocamos en columna los monomios

con el mismo grado y sumamaos.
3x* — 2x3 — x+3

+ xP—x?+ 6x — 1
3x* — x*—x?+5x + 2

Por tanto:
Bxt—2x3 —x+ 3N+ —x2+ 6x — 1)

b) 3x* —2x3*—x+3) — W — x>+ 6x— 1)
Para restar dos polinomios cambiamos de signo todos los coeficientes
del polinomio que se va a restar, y sumamaos.
3x*—2x° — x+3 3x* — 2x3 — X+ 3
X—x24+6x—1 — + — X°+ x2— 6x 4+ 1
3x* —3x° + x2—7x + 4

=3x" —x® —x?+ 5x + 2

Por tanto:

Bx*—2x3 —x + 3) —
Cc) 3x%2-(x®*— x?+ 6x — 5)

Multiplicamos el monomio por todos los términos del polinomio. !
3x?- x3 — 3x2- ;- Bx2-6Xx — 3):2
3x2+3 S 3X2+2 _|_ (3 - 6)x2+1 L (3

— 3x* + 18x°== 15x2 : :

P—x2+6x— 1) =3x"—3x*+Xx2—7x + 4

3x2-(x°* — x4+ 6Xx — 5)

!

Il
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Llamamos igualdades notables a una serie de productos que
son muy ttiles al operar con polinomios.

¢ El cuadrado de una suma es igual al cuadrado del primero
mas el doble del producto del primero por el segundo més
el cuadrado del sequndo.

(@ + b)* = a* + 2ab + b*
* El cuadrado de una diferencia es igual al cuadrado

del primero menos el doble del producto del primero
por el segundo .més el cuadrado del segundo.

(a— b):=a®— 2ab + b?

¢ El producto de una suma por su diferencia es igual
a la diferencia de los cuadrados.

(@a+b):(a—b)=a>—»b?

EJEMPLO

9. Calcula estas operaciones.
a) (x+ 37

Llamamos a al primer término, a = x, y b al segundo término,b = 3,
y aplicamos la férmula del cuadrado de una suma:

@+ by = & + 2ab + b?
Xx+32=x2+2-%x-3+F=x+Q2-Ix+3FZ=x2+6x+9
b) (3x — 4y
Llamamos a al primer término, @ = 3x, y b al segundo término, b = 4,
y aplicamos la férmula del cuadrado de una diferencia:

(@—by=a*—2ab + 1
Bx—82=(@37—2-K-4+4 =32~ (2:3-Hx+ 42 =
= 9x? — 24x + 16
o) x+1-x—1)
Llamamos & al primer término, 8 = x, y b al segundo término, b = 1,
y aplicamos la férmula de una suma por su diferencia:

@+b-@-b=a-p
X+1 0= =x—1=x—1
d) 2x+3)-(2x—3) = X7 —F = 22-x* =3 = 4 =9

Polinomios. Sucesiones numericas

a=2x, b=3
N —
ACTIVIDADES
@& Resuelve estos cuadrados. B Halla el resultada de estas sd1as 207 e e
a) (x + 27 o 3x=28 8) (x5} br—25) £y ) -
b) & — 2¢ d (1 + 207 b) 3x + - Gx = 1) St A2 L)

Scanned by CamScanner



s ————

sSucesiones
Una sucesién es un conjunto ordenado de numeros reales.
a,, as, az, ds, a4s, A6, ---
A cada uno de los numeros que forman la sucesioén se le llamg
término de la sucesion, y se designa por a; donde i indica
el lugar que ocupa en la sucesion.
El término general de una sucesion es una expresion
algebraica que nos permite calcular cualquier término de 15
sucesion sabiendo el lugar que ocupa, y se representa por a,,.
EJEMPLOS )
10. Determina cudles son los términos a, y as en estas sucesiones.
a) 1,2,3,4,5,6, ...
a. es el segundo término, yas.elquinto — a, = 2y a, = 5
b) 2,4,6,8,10,12, ... — a, = 4yas = 10
c) —1, —5, —10, —15, —20, —25, ... — a8, = —5vya = —20
11. Determina el término siguiente de estas sucesiones.
a) 1,3.5,7.9.11, ... — Cada termino es el anterior mas 2.
Por tanto, a 11 le seguira 11 + 2 = 13.
b) 1,2,4,8, 16,32, ... — Cada termino es el anterior multiplicado por 2.
Asi, a 32 le seguira 32 - 2 = 64.
c) 1, 3,6,10, 15, 21, ... — Cada término es el anterior mas 2, mas 3,
mas 4... Luego, a 21 le seguira 21 + 7 = 28.
12. Calcula los tres primeros términos de la sucesion que tiene como
término general a, = 2n — S.
8132-1—5=—3 82=2-2—5:—l
13. Encuentra el término general de esta sucesion, .,
2,4,6, 8, 10, ...
2-1,2-2,2-3,2-4,2-5,... — Cada termimo «
que ocupa.
Termino general — a, = 2n
dw = 2-10 = 20 G0 = 2 - 100D
N
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Una sucesion es recurrente cuando cada término, después

— ————— ~y — . — w =3

sucesiones recurrentes

o
o
-
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de uno dado, se obtiene a partir de los anteriores.

+°) EJEMPLOS

14. Halla el término siguiente de estas sucesiones y su término general.

a) 3,5,7,9 11, ... — Cada término, a partir del segundo, es el anterior

mas 2.
Por tanto, a 11 le seguira 11 + 2 = 13.
El término general de esta sucesion sera:
e El primer términoes3 — a, =3

« A partir del segundo, cada término es igual al término anterior

mas2 — a, = 8p—1+ 2
a|=3

i n
Término general — {an —a,_ 4+ 2

b) 1.1, 2. 3.5. 8,13, ... — Cada término, a partir del tercero,
es la suma de los dos anteriores.
Asi, a 13 le seguira 13 + 8 = 21.
Calculamos su término general:
e El primer y el segundo términoes1— a, = 1,38 = 1
e A partir del tercero, cada término es la suma de los dos
anteriores — 8, =38np—-1+ 8n—-2
a, = a> = 1

Término general — {
& a, = a@n-+t+ a8n-2

15. En un aparcamiento se cobra 1,20 € por la primera hora, y por cada
hora siguiente, el doble que lo cobrado en la hora anterior. c¢Cuanto

hay que pagar por 4 horas?

El coste del aparcamiento es una sucesion recurrente en la que el primer

término es el precio de una hora, a, = 1,20 €, y el resto es el doble
del coste de la hora anterior,a, = 2 - 8, - 1-
12 hora = a, = 1,20 € 3.2hora = a; = 2,40-2 = 4,80 €

22hora = a, = 1,20-2 = 2,40 € 42 hora = a4 = 4,80-2 = 9,60 €

Por 4 horas de aparcamiento hay que pagar 9,60 €.

_J
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Progresnones antmétlcas

Una progresién aritmética es una sucesion en la que cadgy
término, menos el primero, se obtiene a partir del anterior
sumandole un numero fijo, d, llamado diferencia.

El término general de una progresion aritmética es:
an=al+(n_1)'d
donde a, es el primer término y d es la diferencia.

EJEMPLOS ﬁ

16. Determina si esta sucesion es una progresion aritmeética y, sij es asi,
calcula su término general y el término as,.

5.8,11,14,17, 20, ...
—+3— —_—+3—
| A 4
S, 8, 11, 14, 17 7, § WD
SV | PP, L .34
Cada término, a partir del primero, es el anterior mas 3.
Es una progresion aritmeética con diferencia d = 3.

Para calcular su téermino general tomamos su primer término, g, = 5
y su diferencia, d = 3, y aplicamos la formula:

a,=a,+n—1-d—=">2"2.3, =5+ (n—1)-
=5"f"3n—3=3,n—}-2
El término generalesa, = 3n + 2.
Para calcular a-, sustituimos en el término general.
ds =3-50+ 2 = 152

17. Tengo que colocar 15 filas de tornillos de manera que en la primera
fila pondré 3 tornillos, y cada una de las siguientes filas tendra
4 tornillos mas que la anterior. (Cuantos tornillos tendra la ultima fila?

Los tornillos de cada fila forman una progresion aritrmid tica de diferencia

d = 4, cuyo primer término es a, = 3. Por tanto, su t<rmino general sera:
an:a‘l+(n_1)'d ';u_’anza + (n 1) - 4 =
= 3 + 4r 4 = 4n — 1

Para calcular los tornillos de la fila 15 calculamos .-
a,=4n —1—/—2-3,, =4-15 — 1 = 59
La ultima fila tendra 59 tornillos.
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Una progresion geomeétrica es una sucesién en la que cada
término (menos el primero) se obtiene multiplicando
el anterior por un numero fijo, r, lamado razén.

El término general de una progresién geomeétrica es:
a, = a,-r"—1

donde a; es el primer término y r es la razén.

EJEMPLOS

18. Determina si esta sucesion es una progresion geoméeétrica
y, si es asi, calcula su término general y el término a,e.

1, 2,4, 8,16, 32, ...

R " * 5
% 2. a, 8, 16, 32, ...
L., A L., 4 Yo g

Cada término, a partir del primero, es el anterior multiplicado por 2.
Es una progresion geomeétrica de razébnr = 2.

Para calcular su término general tomamos su primer término, a, = 1,
Y su razon, r = 2, y aplicamos la formula:

8, =1-2""1'=2"""
Para calcular a,, sustituimos en el término general.
a8, =2"""1-""9%.53,=2Y""=2"= 512

19. Una bacteria se reproduce por biparticion una vez cada minuto.
Si cuando empezamos el experimento hay 2 bacterias, icuantas
habra al cabo de media hora?

Cada minuto tenemos el doble de bacterias. Las bacterias que hay cada
minuto forman una progresion geometrica de razén r = 2 y cuyo primer

término es a, = 2. Por tanto, su término general sera:
anza‘-rﬂ—l_.a_‘.u.anzz_2n—‘l =2r|— 1+ 1 =2n

Para calcular las bacterias que habra cuando hayan pasado 30 minutos
calculamos ax.

a, =2"--2-"2_53,, = 2% = 1073741824
Al cabo de media hora habra 1073741 824 bacterias.
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